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Résumé

Nous étudions le comportement asymptotique du processus empirique
d’une fonctionnelle d’un champ sur Z¢, gaussien, stationnaire et & longue
mémoire.

La forte dépendance du champ considéré pourra étre soit réguliére,
comme dans les travaux pré-existants, soit non-réguliére. Dans tous les cas
nous trouvons que la limite du processus empirique doublement indexé est
dégénérée dans la mesure ou elle est, comme lorsque d = 1, de la forme
f(x)Z(t) o f est une fonction déterministe et Z un champ aléatoire
sur Z%. Les applications statistiques de ces résultats feront I’objet d’un
prochain travail.

Abstract

We study the asymptotic behavior of the doubly indexed empirical pro-
cess of stationary Gaussian subordinated random fields with long-range
dependence. Contrary to the situation chosen in the pre-existing papers,
the long memory is not necessarily regular and we find, in all the investi-
gated cases, that the limiting process is degenerated insofar as it has the
form f(x)Z(t) where f is the marginal density and Z a random field. The
statistical applications of the results shall be presented in a forthcoming

paper.

Mots clés : Empirical process, Gaussian subordinated random fields,
Non regular long memory, Unbounded spectrum.
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1 Introduction

Un champ aléatoire stationnaire X = (X,),cz¢ est communément dit a
longue mémoire, ou fortement dépendant, lorsque sa fonction de covariance
r(h), h € Z%, n’est pas absolument sommable, c’est & dire si Y., a |r(h)| = oc.
Une définition alternative proche mais pas équivalente consiste & supposer sa
densité spectrale non bornée en certains points. On peut distinguer la longue
mémoire réguliére de la longue mémoire non-réguliére selon la définition sui-
vante.

Définition 1. Un champ aléatoire stationnaire est & longue mémoire réguliére
si sa densité spectrale vérifie en O :

F(@) ~ [2*~b <|) L (;l) (1)

ot L est une fonction a variation lente & l'infini et b est une fonction continue
sur la sphére unité de R?, |.| étant la norme [' dans R9.

Dans les travaux sur les champs aléatoires & longue mémoire, on rencontre
couramment I’hypothése suivante sur le comportement de la fonction de cova-

riance :

r(n) ~ |n|~L(|n|) b (”) . 0<a<d, (1.2)
ou L est une fonction & variation lente et b une fonction continue sur la sphére
unité de RY. La condition (1.2) est liée & (1.1) par un résultat de Wainger (1965)
qui affirme que, si un champ aléatoire admet une fonction de covariance de la
forme (1.2) et si sa densité spectrale est bornée hors de origine, alors il est a
longue mémoire réguliére au sens de la définition 1.

L’objectif de cet article est d’étudier le comportement asymptotique du pro-
cessus empirique d’une fonctionnelle d’'un champ gaussien & longue mémoire
non-nécessairement réguliére. Nous considérons ici le processus empirique dou-
blement indexé par = € R et t € [0,1]%. 1l est défini, & une normalisation prés
dépendante de n, par

> o)z — Fla)] (1.3)

JE€EAMmY

ot G est une fonction mesurable, ot A, = {1,...,n}¢ et ou F est la fonction
de répartition du champ aléatoire (G(X;));cza-

En dimension d = 1, cette étude a été effectuée par Dehling and Taqqu (1989)
sous 'hypothése ou X est gaussien et vérifie (1.2). Ils montrent la dégénérescence
asymptotique du processus limite, celui-ci ayant la forme f(2)Z(t), ou f est une
fonction déterministe et Z un champ aléatoire. Ce comportement, en dimension
d = 1, semble étre une caractéristique exclusive des processus a longue mémoire
et 'on peut se demander si cette dégénérescence persiste dans le cadre plus large
des champs.
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En dimension d quelconque, la convergence de (1.3) est étudiée en t = 1 dans
Doukhan et al. (2002) lorsque G est la fonction identité et lorsque le champ sta-
tionnaire X est linéaire, sa fonction de covariance ayant la forme (1.2). L’étude
de ces auteurs concerne donc des champs a longue mémoire réguliére. Leur résul-
tat montre la méme dégénérescence asymptotique du processus empirique que
celle qui se produit en dimension d = 1.

Dans le corollaire 1, nous reprenons I’étude de Doukhan et al. (2002) et
montrons, pour un processus gaussien vérifiant (1.2), et pour une fonction G
quelconque, la convergence du champ (1.3) proprement normalisé dans ’espace
D(R x [0,1]9). Ce travail étend donc aux dimensions d > 2 celui de Dehling and
Taqqu (1989).

Nous supposons ensuite, dans le corollaire 2, que le champ X est linéaire,
gaussien et que sa densité spectrale est non-bornée sur un sous-espace linéaire
de [—m,7]¢. Nous sommes alors en présence de longue mémoire non-réguliére
car la densité spectrale du champ X ne vérifie pas (1.1). Nous établissons la
convergence dans D(R x [0,1]?) du processus empirique proprement normalisé
lorsque le rang de Hermite de G vaut 1.

L’ensemble de ces résultats repose sur le principe de réduction uniforme
introduit par Dehling and Taqqu (1989), que nous généralisons dans le théoréme
1, reliant le comportement asymptotique du processus empirique d’un champ
aléatoire a longue mémoire & celui de ses sommes partielles.

Il nous est donc nécessaire de connaitre, dans chaque situation rencontrée
ici, la limite dans D(]0,1]%) des sommes partielles du champ aléatoire X ou
d’une fonctionnelle de X lorsque le rang de Hermite de G est différent de 1. La
convergence des lois fini-dimensionnelles de ces sommes partielles est montrée
dans Dobrushin and Major (1979) dans le cas ou X est gaussien et vérifie (1.2)
c’est a dire dans un cadre de longue mémoire réguliére. Elle est établie dans
Lavancier (2003) dans un cas de longue mémoire non-réguliére, plus précisement
lorsque la densité spectrale du champ est non-bornée sur un sous-espace linéaire
de [—, w]¢. Nous étendons ces deux convergences & D([0, 1]¢) dans la section 3.

La section 2 établit le principe de réduction uniforme et la convergence du
processus empirique doublement indexé dans des situations de longue mémoire
soit réguliére soit non-réguliére. La section 3 donne un critére d’équitension
dans D([0,1]%) et étend la convergence des sommes partielles de nos champs &
cet espace. Enfin la section 4 contient la preuve du théoréme 1.

2 Convergence du processus empirique sous dif-
férentes situations de forte dépendance
Soit (X;)jeze un champ gaussien stationnaire de fonction de covariance r

tel que 7(0) = 1. Soit G une fonction mesurable. On considére le développement
suivant sur la base des polynomes de Hermite :
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ou F(z) = P(G(X1) < z) est la fonction de répartition de G(X7). Les H, sont
les polynomes de Hermite de degré ¢ et

Jg(x) = B [I1a(x,)<ey He(X1)] -

m est appelé le rang de Hermite de la fonction Iyg(x,)<} — F(2). Soit

Sp(x) = Z [I{G(Xj)gz} - F(x) - ol Hm(Xj)],

JEAR
ot A, ={1,...,n}4.

Théoréme 1. Avec les notations précédentes, soit

dy =Var [ Y Hn(X)) | =m! > r"(k—j). (2.1)

JEAN J,k€AZ,

Si dy — o0, on a, pour tout § > 0 et tout n < N,

) ) e &
P(supdmsn(x)>s)sc<s>N6dN2 S k- I (2
v JkEA2,

ot C(e) est une constante positive qui dépend de ¢.

Si I'on connait la distribution limite de d ' Y jeay Hm(Xj), Vinégalité (2.2)
nous fournit le comportement asymptotique du processus empirique (1.3) dés
que le majorant dans (2.2) tend vers 0 lorsque N tend vers l'infini.

Nous présentons deux corollaires dans lesquels ces deux conditions sont rem-
plies. Le premier concerne les champs & longue mémoire réguliére, c’est une situa-
tion classique ot la forte dépendance a lieu de fagon isotrope. La convergence des
lois fini-dimensionnelles du processus des sommes partielles a été étudiée dans
ce cadre par Dobrushin and Major (1979) et I’équitension est montrée dans le
théoréme 3 ci-dessous. Le second corollaire concerne des situations de longue
mémoire non réguliére : nous considérons plus précisement des champs dont la
densité spectrale est non-bornée sur des sous espaces linéaires de [—7,7]?. La
convergence des sommes partielles de tels champs a été obtenu dans Lavancier
(2003) lorsque le rang de Hermite vaut 1, c’est pourquoi nous nous placerons
dans ce corollaire sous I’hypothése m = 1.

2.1 Longue mémoire réguliére

Le corollaire suivant donne la convergence du processus empirique d’une
fonctionnelle d’'un champ gaussien a longue mémoire réguliére.

Corollaire 1. Soit (X,,),eze un champ aléatoire gaussien stationnaire centreé.
Soit G une fonction mesurable et F' la fonction de répartition de G(X,,).
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Soit m le rang de Hermite de la fonction I{q(x,)<z) — F(x) et Jn(x) le
coefficient d’ordre m dans son développement.
On suppose que (X,,) admet comme fonction de covariance

r(K) = [k L(k])b <|:|> | (2.3)

avec (0) =1, 00 0 < ma < d, ou |k| = Z?Zl |ki| et ou L est une fonction
a variation lente a linfini et b une fonction continue sur la sphére unité de RY.

Alors

1
Ndfmoz/Z(L(N))m/Q

DRx[0,1]4) Jm ()
Z [I{G(XJ)SQC} - F(LU)] g TZm(t),
JEA[NY :

ot la convergence a lieu dans D(R x [0,1]%) muni de la topologie uniforme et de
la tribu engendrée par les boules ouvertes et ot Z, défini par (2.8) ci-dessous
est le processus de Hermite de degré m.

Démonstration. Dobrushin and Major (1979) donnent I’équivalent de dy défini
en (2.1) lorsque N tend vers l'infini :

d3 ~ N2=me(L(N))™. (2.4)

Drautre part, cherchons l'ordre de >, ;o4 [7(k — J)mrt

Y k=)

Jjk€EAN
k m+1 d
d d —(m+1) +1 v — k.
<t S pmeer g (o)) IIe -k
kEAN_1
SNd—I—CNd Z |k‘|_(m+1)aL(|k|)m+1,
k€EAN_1

car la fonction b est bornée, ¢ étant une constante strictement positive. Le
théoréme de Potter sur les fonctions & variation lente (cf Bingham et al. (1987))
affirme que si y < z alors pour tout 1 > 0, il existe une constante c telle que

L) <e(L) " L), (2.5)

Nous appliquons cette inégalité a y = |k| = k1 +- - -+ kg et = dN en choisissant
7 < a. On a donc

Z |7"(k' - j)|m+1 < N + CNd Z |]{;|*(m+1)(a+ﬁ)L(dN)m+1(dN)(erl)n
j,kEAN keAn_1
me1 LAN)™

< Nd NQd—(m+1)aL N .
= + c ( ) L(N)m+1
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Comme L est une fonction a variations lentes, L(dN)/L(N) est borné et 'on
obtient finalement

S ek — )"t = o(NT DL (N 4 O(NY). (2.6)
JkEAN

On montre ainsi grace a (2.4) et (2.6) que le terme de droite dans I'inégalité
(2.2) converge vers 0 dés que § < a A (d — ma).
On a donc :

1
NP (L(N)

m/2 Z [I{G(Xj)ﬁz} - F(x) - Jm(x)Hm(Xj)] —0
JEANY o
(2.7)
en probabilité ou la norme considérée est la norme uniforme par rapport a la
variable z € R et la variable t € [0, 1]<.
Dobrushin and Major (1979) obtiennent la convergence des lois fini-dimension-
nelles des sommes partielles du processus H,,,(X;) vers le processus de Hermite

Zm, AVEC

gt (1 44™)
Zn(t) = Cra / 11 5 ooy Zau (W) ... Zg, (™), (2.8)
Rmd 1 Z ( + T )

oll ¢, o est une constante dépendante de m et « et ou Zg,, est un champ spectral
gaussien de base la mesure spectrale Gy. La mesure spectrale G est définie en
tout borélien A de RY comme la limite de N*L(N)"!G(N~1A) ot G est la
mesure spectrale de (X;);eza ; elle est déterminée par la relation

x—t d
i<t — cos(x; [a+t]
/ <t >H 1= cos(z;) Gy (dx) :/[ 11]d|£+t|a) H(1— |z;|)dx
Y e

Lorsque d = 1 (2.8) se simplifie car Gy admet une densité proportionnelle a
|z|*~1 et dans ce cas

Zt(x(l)-i- (™)) 1
Zm t) = Ctm,a
() Cm, /JRm Z(m(l) +. +x(m)

ot W est le champ spectral associé au bruit blanc gaussien.

Le théoréme 3 ci-dessous montre que la convergence vers Z,, du processus
des sommes partielles de H,,(X;) a lieu dans D([0,1]¢). Le processus Z,, ap-
partenant & C(]0,1]?), on peut donc, d’aprés le théoréme de représentation de
Skorohod et Dudley, trouver une version Zm de Z,, et une version Zm, ~ des
sommes partielles normalisées telles que

a—1
2

‘ W] g (™),

1Zin. 5 () = Zi (llp (0,172 = 0,
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la norme considérée étant la norme uniforme. D’ou
1) 2o ) = T () Zon O lpcioey 250,

Jm étant fonction bornée dépendante de z € R et Z,, étant fonction de t €
[0,1]¢. Ainsi

‘ d
Tu(@dy' Y Ha(X) PR 02 (8). (2.9)
JEANY

L’espace D(R x [0,1]%) n’étant pas séparable, il convient de considérer la tribu
engendrée par les boules ouvertes plutdt que la tribu borelienne pour rendre le
processus empirique mesurable dans cet espace (cf par exemple Pollard (1984)).
La convergence faible considérée dans D(R x [0, 1]¢) ci-dessus est donc & entendre
dans cette tribu.

Finalement (2.7) et (2.9) nous donnent la convergence annoncée. O

2.2 Longue mémoire non-réguliére

Nous donnons maintenant un resultat de convergence dans le cas de champs
gaussiens linéaires a longue mémoire non-réguliére. Ces champs ont une densité
spectrale non-bornée sur un sous espace linéaire de [—, 7]¢. L’é¢tude de leurs
sommes partielles, effectuée dans Lavancier (2003) et dans le théoréme 4 ci-
dessous, nous permet ici d’obtenir le comportement asymptotique du processus
empirique. Pour cela, nous supposerons dans toute cette partie que le rang de
Hermite du processus empirique centré de G(X,,) vaut 1.

Corollaire 2. Soit (€,,),eze un champ gaussien stationnaire de densité spectrale
bornée. On considére le champ linéaire

X =Y aren—i, (2.10)
kezd

ot les (ag) sont, a une constante normalisatrice prés garantissant Var(Xy) = 1,
les coefficients de Fourier du filtre
a/2

a(X) = , —l<a<0, (2.11)

d
E Ci>\i
i=1

ot A= (A1,...,\q) et (c1,...,cq) € R?, et vérifient donc, au sens de la conver-
gence dans L2,

CL()\) _ (271,)701/2 Z akefi<k,)\>.
kezd

Soit G une fonction mesurable et F la fonction de répartition de G(X,). On
suppose que le rang de Hermite de la fonction Iiq(x,)<zy — F(v) vaut 1.
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Alors, quel que soit —1 < a < 0 lorsque d < 3 et sous la restriction —ﬁ
a < 0 lorsque d > 4,

1 D(Rx[0,1]%)
djaaj2 > (Iaix<ey — Fl@) =" Ji(x)B(1),
JE€EAMmY

ot
Ji(z) = Ell{ax,)<ay X1),

et ot la convergence a lieu dans D(R x [0,1]¢) muni de la topologie uniforme et
de la tribu engendrée par les boules ouvertes. Le champ B(t) n'est pas explicite
dans le cas général mais dans le cas particulier ot € est un bruit blanc il vaut :

4 gitju; _
B(t) = ———dW(u),
0= [ atw [T —aw
Jj=1
ot u = (uy,...,uq) et W est le champ spectral associé au bruit blanc gaussien.

Remarque 1. On ne peut pas alléger I'hypothése (2.11) sur a en ne spécifiant
qu’un équivalent du filtre en 0, ce qui suffit pourtant & obtenir la convergence
des sommes partielles dans le cas d = 2 (cf Lavancier (2003)). Alors que les poles
non-nuls de la densité spectrale de X ne jouent aucun réle dans le comportement
asymptotique de ses sommes partielles en dimension 2, ils peuvent modifier
celui du processus empirique. Ould Haye (2002) a montré en effet, en dimension
d =1, que le comportement asymptotique du processus empirique pouvait étre
gouverné non pas par le premier terme dans son développement de Hermite mais
par son second terme, et ce & cause des poles non nuls de sa densité spectrale.
C’est par exemple le cas lorsque la densité spectrale du processus considéré
s’écrit

FO) = [0 x? — 1] (2.12)
avec —1 < oy < —1/2 et 27 < ap—1. En dimension d = 2, le méme phénomeéne
se produira en considérant par exemple un filtre de type produit tensoriel i.e.
a(A1,A2) = a1(A1)az(A2) dont 'une des composantes vaut (2.12) et 'autre est
constante ; son seul équivalent en 0, qui est de la forme (2.11), ne suffira donc
pas & donner le comportement asymptotique du processus empirique associé.

Pour la démonstration du corollaire 2, on utilisera la proposition suivante

Proposition 1. La fonction de covariance du champ linéaire (2.10) vérifie
lorsque n — oo

si —1/2<a<0, > 1*(k—j) =0,
jkeA2
si —1l<a< *1/2, Z rz(kf.]) — O(nd7172o¢)’

j k€A

ot Ap = {1,...,n}"
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Preuve de la proposition 1. Soit fx()\), A € [-m,n]¢ la densité spectrale de X.

D’aprés la définition (2.10) de X on sait que fx est majorée a une constante prés
(o7

par ’Z?Zl ci)\i‘ . Dans le cas on —1/2 < a < 0, la densité spectrale de X est

donc de carré intégrable et par la formule de Parseval sa fonction de covariance
est de carré sommable. On a ainsi

d
PIRSCENEDIREON | (RPIESE WD
i=1 Z

Jk€A, keAj,

o A!, = {-n+1,...,n—1}¢ ce qui prouve la premiére partie de la proposition
1.

Dans le cas ot —1 < aw < —1/2, on utilise la représentation de la fonction de
covariance a ’aide de la densité spectrale et on obtient

d
Z T’Q(k —j)= nd /[Tr o x)fx(y H dxdy, (2.13)

Jk€AR Jj=1
ou F, est le noyau de Fejer :

1 sin®’(nz/2)
Fule) = 2mn sin?(z/2)

On effectue dans (2.13) le changement de variables s; = x; —y;, j =1...d,
les x; restant inchangés. On note K le nouvel ensemble d’intégration que l'on
sépare en deux en notant A, son intersection avec 'ensemble N;{|s;| < n™°}
o1 0 < é < —a et Al le complémentaire de A,, dans K :

> Pk —3) —n/ Ix(x fX(JU—S)

J,k€EAR

:&

F,(s;)dxds
1

<.
Il

F,(s;)dxzds. (2.14)

z&

+ nd fx(@)fx(x—s)
Al 1

<.
I

Traitons tout d’abord la seconde intégrale (2.14). Sur A/ | il existe au moins

un j tel que |s;| > n~?, 'integrand étant positif, on a
d
Ix(@) fx (@ —s) [ Fulsj)dads
AL e
d d
gZ/ Ix( fXx—sH F,(s;)dxds.
i=1 /|si|>n=9¢ j=1

—1+426

On sait que |s;| > n =% implique F,,(s;) < cn oll ¢ est une constante positive
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non nulle qui pourra par la suite varier de ligne & ligne. On a donc

Ag

d
fx(@) fx (@ =) [ [ Fuls;)dzds
i—1
’ d
Scnl 252/ fx(@)fx(x—s) HF (s;)dxds

J#i

H Fo( sJ )dxds.
J#i

k_sk

(2.15)

On effectue a présent dans (2.15) le changement de variables u = ZZ:1 CLTE,
y= Zi:1 crsk et, pour j # 14, v; =Y 7_, ¢k et s; = s;. On obtient

d
1
fx(@)fx(x—s) H Fo(s;)dzds < ¢35 /K/ ||| — y|® HFn(sj)dudyds,
j=1

’ .
Al Ve

ott K’ est un compact de R**!. Soit K7 € R? et Ky C R deux cubes tels
que K' C K1 x K3, on a

d
fx(@)fx (@ = s) [[ Fuls;)dads
j=1

’
A’!L

1 . 1
< CW/ [ul*|u — y| dudy/ HF (sj)ds < ¢ a5 (2.16)
2 j#i

D’aprés (2.16) et comme § < —a on a
d
n? fx(@)fx(x—s H (sj)dxds = o(n?=172). (2.17)
AL i1
D’aprés (2.14) et (2.17),

d
Z k=j)=n / Ix(x)fx(x —s H W (s;)dazds + o(n?172) (2.18)

JkEA, j=1

Il nous reste a traiter 'intégrale dans (2.18). Pour tout j = 1,...,d, on a

. 2
s sin“(ns;/2)
|sj| <n7° = |F,(s;)| < an

En utilisant cette propriété et en effectuant dans U'intégrale de (2.18) le change-
ment de variables u = Z?:l ciwg, ety pour j=1,...,d—1,v; =37 ¢z, les
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s; restant inchangés, on obtient
d
/ fx(@)fx(x—s) H (s;)dxds

< cn2d/ Ju|
K/

ot K’ est un compact de R%1. On effectue enfin dans (2.19) le changement de
variables v = nu et t; = ns; pour tout j et

d .
sin(ns;/2) "
II s )t dsdu, (2.19)

d
/ fx(z fXﬂC—SH (s;)dxds

@ d

d
(t;/2)
< cend1-2 “lo =3 ety S(5/2) e (220
<cn /d+1|v| v ZCH H 27 v, (2.20)
R =1 Jj=1
On se sert & présent du lemme suivant :
Lemme 1. Si—-1<a<-1/2etc; €R, j=1...4,
d “a . 2
/ chyl H dzdy1 Ldyg < 0. (2.21)
Rd+1 p— .:

Sa démonstration est donnée dans la section 4.2
La derniére intégrale dans (2.20) est finie d’aprés le lemme 1 et (2.18) et
(2.20) montrent le résultat de la proposition 1 dans le cas —1 < a < —1/2. O

Preuve du corollaire 2. Le théoréme 4 ci-dessous nous donne, lorsque n — oo,
d? ~ni=e, (2.22)

En utilisant la proposition 1 on a donc, dans tous les cas,

A2 Y Pk —j)=o(n™"),

J,keA2

pour un 7 > 0. D’autre part, d’aprés (2.22), on a, pour tout N > n, d2 /N?? — 0
lorsque N — oo. L’inégalité (2.2) est vérifiée sous les hypothéses du corollaire
et son majorant tend donc vers 0 lorsque N tend vers U'infini dés que § < 7.
Le théoréme 4 prouve par ailleurs la convergence des sommes partielles de
(X )neze dans D([0,1]9) vers B € C([0, 1]¢). En utilisant le méme argument que
dans la démonstration du corollaire 1 qui s’appuie sur cette convergence dans
D([0,1]9) et sur la nullité asymptotique du majorant dans (2.2), on obtient la
convergence annoncée. U
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3 Convergence des sommes partielles dans D ([O, 1]d)

Pour les champs gaussiens a longue mémoire réguliére vérifiant (1.2), la
convergence des lois fini-dimensionnelles des sommes partielles a été montrée par
Dobrushin and Major (1979). Pour les champs a longue mémoire non-réguliére,
cette convergence a été établie par Lavancier (2003). Nous montrons ici I’équi-
tension de ces sommes partielles dans D([0, 1]%), ce qui entraine leur convergence
en loi dans cet espace ce qui, on ’a vu, fournit la loi convergence du processus
empirique doublement indexé.

Les preuves sont basées sur un critére d’équitension dans D ([0, 1]d) pour les
champs.

Soit B = [s1,t1[x - X [sq,tq] un sous ensemble de [0,1]¢ et soit S, un
processus dans D ([0,1]%). On note S,,(B) la quantité

Sa(B)= > (~D)HELES (sp tei(ty — s1),.. 50+ ealta — 5a)) -
€1...64=0,1
(3.1)
Les théorémes 2 et 3 de Bickel and Wichura (1971) nous donnent le critére
suivant.

Théoréme 2 (Bickel and Wichura (1971)). Soit S,(t), t € [0,1]%, un
processus de D ([O, 1]d) dont les lois fini-dimensionnelles convergent en loi vers
celle d’un processus X (t).

On suppose que X (t) est continu en t =1 et que S,(0) = 0.

Si il existe > 1, v > 1 et une mesure finie positive p sur [0,1]¢ tels que,
pour tous B = [s1,t1[X -+ X [sq,tq] et C = [s,t7[x - x [s)), ],

Vn B (|Su(B)["|Sa(C)?) < (n(B)™ (w(C))™ (3.2)
avec B1 + P2 =B, 1 + 72 =7, ot Sp(B) et S, (C) sont définis par (3.1), alors

D([0,1]%) x

S, —

Le corollaire suivant, dont les conditions sont plus pratiques a vérifier, concerne
le cas particulier ou S,, est le processus des sommes partielles d’'un champ aléa-
toire stationnaire.

Corollaire 3. On considére un champ aléatoire stationnaire (Xy)pcza €t ses
sommes partielles

[nt1] [ntq]

Sut)=d" >0 Xy kg t€[0,1]7

k1=0 kq=0

ot [.] designe la partie entiére.
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Si S, converge au sens des lois fini-dimensionnelles vers X et s’il existe
c¢>0etf>1 tel que pour tous p1,...,pq € {1,...,n}

P1 Pd 2 d Di B
E (d;1 Sy Xkl,__”,w> <c (1:[1 n) , (3.3)

E1=0  kq=0
alors }
s, P
De plus le champ X admet une version a trajectoires continues.

Démonstration. Bickel and Wichura (1971) montrent en remarque de leur théo-
réme 3 qu’il suffit de vérifier la condition (3.2) pour les ensembles du type
B = [ix/n,j1/n[x - X [ig/n, ja/n] (4,51 = 0...n, I = 1,...,d). Dans le cas
d =2, d’aprés (3.1) on a

(Al [22)

n n n n

s (32)-5(52)-2(30) 5 (52
n n n n n -n n n

i1 2 J1 i i1 J2 J1 J2
—1
= dn § E thk? - § § Xkl,kz - E § Xk’hkz + § E Xkl,kQ

Ji

J2
:dgl Z Z Xk],kQ'

k1=i1 ka=i2

On obtient par récurrence le méme résultat quel que soit d

Si C =i}y /n,j1/n[x - x [i4/n,j;/n], en utilisant I'inégalité de Schwartz et la
stationnarité de X, on obtient

[E(s.B)lIs. )]

, 2
2 i

1 Ji Ja 1 Ja
E<d Z Z Xk17~»-~,kd> E a Z Z Xkl,...,kd

k1=11 kqg=tq k1= kq=1/,

IN

. . 2 Y] Y]
Jd—d Ji—n Ja—%

Ji—i
<F <d17, Z Z Xkl,,..,kd> E i Z Z Xkl,-u,kd

" k1=0 kq=0 k1=0 kqa=0

Ainsi, si (3.3) est vraie, alors la condition (3.2) est remplie avec y; = v2 = 1,
283) = 2B = B et pu la mesure de Lebesgue sur [0,1]? (& un facteur multiplicatif
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prés). La continuité du champ aléatoire limite X est montrée dans le lemme ci-
dessous. En remarquant enfin que S, (0) = 0, toutes les conditions du théoréme
2 sont remplies et la convergence annoncée dans le corollaire s’en déduit. O

Lemme 2. Sous les hypothéses du corollaire 3, le processus limite X admet une
version continue.

Démonstration. Le processus X appartenant a D([0, 1]%), il suffit de montrer la
continuité en probabilité en chaque point i.e.

Vs € [0,1]% Ve>0 lim P(|X (s) — X(t)| > ) =0. (3.4)
D’apres la convergence des lois fini-dimensionnelles de S,, vers X

P(X(s) = X(1)] > <) < liminf P(S, () — S,(t)] > )

< liminf e 2E(S,(s) — Sn(t))>. (3.5)
Or
[ns1] [nsal [nt1] [ntq) 2
E(Su(s) = Su®)?=E [d,' > ... Xp—d' > ..0> Xi
ki=0  k4=0 ki=0  kg4=0

On décompose les ensembles de sommation de la fagon suivante

ﬁ { ,[ns; } = f[ {0,...,[ntj] A [nsj]} u {[ntj] A [ns;] + 1,...,[nsj]},

en posant {[ns]] +1, [nsj]} = (). En développant cela donne

j=1
d
-UUTI {0, nt;] A [nsj]} I1 {[m I A [ns;] +1, [nsj]}
=101 ject jecr
ou Cfi est 'ensemble des l-uplets de {1,...,d} et C’é son complémentaire dans
{1,...,d}. On peut a présent réecrire S, (s) — S, (t) en utilisant cette décompo-

sition et les termes en [ = d s’annulent :

Sp(s) = Sn(t) =

1 &L [ntj]A[ns;] [ns;/] [nt;]A[ns;] [nt;]
0 3)OD DN ID DEEEED DS UL D DEEED DI
=1 ¢l ject kj=0 kjr=[nt;|A[ns;/]+1 kj=0 kj=[nt;]A[ns;/]+1

i’ €Ty
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En utilisant la convexité de = — 2

on a
E(Sn(s) — Sn<t))2
2
[nt;]A[ns;] [ns;/]
<o )Y Y p| Y Z > X
=1 C} jecy j kjr=[nt;/JA[ns ;141
e
2
[nt;]A[ns;] [nt;]
DHWIFED DS >, X
=1 cC}, JECY  ky=0  ky=[nt;]Alns;]+1
i’ €Ty
On utilise finalement la stationarité de (X )reze afin d’appliquer (3.3)
2
E(Sn(s) = Sa(t))
d—1 A s
. [nt;] A [ns;] [ns;] — [nt;] A [ns;]
<
= ¢ H n 11 n
I=1 ¢} \jecC} jeck
B
d—1 A

+e3 S T M 11 [ntj]—[nzj]/\[nsj}

d jECTI

chz H(gmﬁ"( I1 (sj—tjAsj+;>ﬂ

+H( tAsj+:L)ﬁ>, (3.6)

jecl

o 8 > 1 et ¢ une constante strictement positive. Finalement d’aprés (3.5)

(3.6)

P(1X(s) = X(1)] > €)

d—1
<ee IS TLWns)? | T 5 —tins)®+ I 4 =ty ns)”
=1 ¢l jec|

)

jGCfi jGC,li

qui converge vers 0 quand ¢t — s car C’ifj n’est jamais vide lorsque I < d — 1.

O
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3.1 Longue mémoire réguliére

Le théoréme suivant compléte celui de Dobrushin and Major (1979) en éten-
dant la convergence fini-dimensionnelle des sommes partielles en une conver-
gence fonctionnelle dans D ([0, 1]%).

Théoréme 3. Soit (X,),cze un champ aléatoire gaussien stationnaire centré.
Soit H une fonction mesurable et m son rang de Hermite.
On suppose que (X,,) admet comme fonction de covariance

1) = 28 (7 ). (37)

avec 7(0) =1, 00 0 < ma < d et o L est une fonction & variation lente &
Uinfini et b une fonction continue sur la sphére unité de R?.

Alors
[0 1%
Ndfma/Z m/2 Z H Zm(t)7
JEANY

ot Zp, est le processus de Hermite de degré m défini par (2.8).

Démonstration. La convergence des lois fini-dimensionnelles est traitée dans Do-
brushin and Major (1979), il reste donc a prouver I’équitension des sommes par-
tielles pour conclure & la convergence dans D ([0, 1]d). Pour ce faire, on utilise
le corollaire 3 et 'on doit évaluer, pour p1,...,pq € {1,..., N},

E (Nd ma/2 m/2 Z Z H Xk > ’ (38)

k1=0 kqa=0

En utilisant la décomposition de H(X}) dans la base de Hermite

= Z %Hi(Xk),

ou
2

Ji
> <00, (3.9)
i€Z4
et la relation
cov(Hy(X;), Hi(X;)) = Spiklr(j —i)*,

ot Hy, est le polynéme de Hermite d’ordre k, on obtient

E<ZZH<X>>ZZ§;

k1=0 ka=0 k,l=0 i=m
P1...Pd oo J2
Sy 2
7!
k,l=0 i=m

P1..-Pd
<c E r
k,1=0
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car 0 < r(l — k) < 1 et en utilisant (3.9), ¢ étant une constante strictement
positive qui pourra varier par la suite de ligne a ligne. On a donc

E( i i H(Xk))z

k1=0 kq=0

s d
<e > wmengee () TIos - )

k=—p1+1,..., —pa+1 7j=1
d P1,---sPd
<cI]w (1 +20 Y <k|>-maL<|k>m> , (3.10)
j=1 k=1

la fonction b étant bornée.
On utilise & présent l'inégalité (2.5) relative aux fonctions a variation lente
pour y = |k| = k1 + -+ kg et © = dN en choisissant

d a
-2 % 11
1= 35m 3 7Y (3.11)

Nous utilisons de plus le fait que la moyenne arithmétique de quantités positives
est toujours supérieure a leur moyenne géométrique et (3.10) est majoré par

.....

CHPJ 14+ Z Hk ((y+n)m/d (dN)mNmn

d d
<c Hpj 1+ L(dN)mN™ Hpj—(oc-&-n)m/d+1
j=1 =1

Ainsi (3.8) est majorée par

d d
cNma—ZdL(N)—m H p; + L(dN)™N™ H p;(a+n)m/d+2
j=1 j=1
s cC L(N) o N e p] 9 .

avec 8 = —(a+n)m/d + 2. D’apres (3.11) et comme 0 < ma < d, on a 3 > 1.
Ceci montre par ailleurs que le terme entre parenthéses dans (3.12) reste borné.
De plus L étant une fonction a variations lentes, L(dN)/L(N) est borné. Ainsi

Y(p1,.-.,pd) € {1,...7n}d,
B

2 d
E<Ndm‘*/2 m/zz ZHXk> <c|[1%] .
j=1

k1=0  kgq=0

avec > 1 et la condition (3.3) du corollaire 3 est vérifiée. O
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3.2 Longue mémoire non-réguliére

Le théoréme suivant compléte la convergence des lois fini-dimensionnelles du
processus des sommes partielles établie dans Lavancier (2003) en 1'étendant a
D([0,1]%).

Théoréme 4. Soit (g,,),cza un champ stationnaire de densité spectrale bornée.
On considére le champ linéaire

Xo =Y aren_i, (3.13)
kezd
ot les (ag) sont les coefficients de Fourier du filtre

a/2
, —l<a<O, (3.14)

d

Z Ci>\i

i=1

a(\) =

ot A= (A1,...,\q) et (c1,...,cq) € RL Alors, quel que soit —1 < o < 0 lorsque

d < 3 et sous la restriction _diQ < a <0 lorsque d > 4,

[nt1] [ntq]

1 D([0,1]%)
nd/2—a/z Z Z X; = B(t),

Ji=1 Ja=1

ot B € C([0,1]¢) n’admet pas de forme explicite dans le cas général mais dans
le cas particulier ot € est un bruit blanc fort il vaut :

d

Bt R
= a(u R u),
0= [ atw [T ——awt
=1
ot u= (u1,...,uq) et W est le champ spectral associée au bruit blanc gaussien.

Remarque 2. Dans le théoréme précédent, X n’est pas supposé gaussien. La
convergence des sommes partielles est obtenue sans cette hypothése. Par contre
le résultat de convergence de son processus empirique, établi dans le corollaire
2, se restreint au cas gaussien car il s’appuie sur 'inégalité (2.2) montrée dans
ce cadre.

Démonstration. La convergence des lois fini-dimensionnelles est montrée dans
Lavancier (2003). Montrons 1’équitension des sommes partielles en utilisant le
corollaire 3. En posant W le champ spectral de &, on écrit les sommes partielles
du champ linéaire X de la fagon suivante :

Y(p1,.-.,pd) € {1,...7n}d,

X, = / e TTo = Law(). (3.15)
k=0 (=7 |21 j=1 (e —1)
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Ainsi

P1.--Pg 2
(50
h—0 [=m,m]d

2ad

i p3>\ /2)
507

d

2 e

¢ T 20 /2)
-1,/ el T o™
j=1 pj 7:1[*171'77;17;'77] i=1 bi =1 S ()‘J/Qp])

d ¢ip 4 sin?(\; /2
<p1 2a p/ Cl)\1+ i 1
I [ 2] TR

(3.16)

L’intégrale dans (3.16) est finie. On peut le vérifier en effectuant le changement
de variables u = ci\; + ZZ 5 ;pl)\ et \; = \; pour ¢ > 2 sur le domaine
{Ju| < 1}, l'intégrabilité sur {|u| > 1} étant évidente.

En notant ¢ une constante strictement positive, on a donc montré

d

2
P1---Pq
E (na—d/Q Z Xk> < cha—dpif2oc Hpj
k=0

=2

Cette inégalité reste vraie en permutant les p; entre eux, ansi

P1.--Pq
< a—d/2 Z Xk> <Cn2a7d' in d 1 QQHpJ
'L:

J#i
1-2a ;i
Schad12aHpJ_C( ) H b
PjFP— Pj #p—
en notant p_ = min{p,}. Un passage au logarithme montre facilement que
1-2a/d

(o) T = (11

Pj#P—

On obtient donc finalement

B

P1---Pg 2 d
V(pl,...,pd)e{l,...,n}d, E(nad/2 Z Xk) <e H% ’
k=0 j=1

ou B =1-2a/d > 1. La condition (3.3) du corollaire 3 est donc vérifice et la
convergence des sommes partielles dans D ([0, 1]d) ainsi que la continuité des
trajectoires de B en sont des conséquences. O
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4 Preuves du théoréme 1 et du lemme 1

4.1 Preuve du théoréme 1

Démonstration. Le schéma de preuve est classique, il utilise ’argument de chai-
nage de Dehling and Taqqu (1989). On notera dans la suite, pour une fonction

[y flzy) = fly) — f(2).

On montre dans un premier temps le lemme suivant.

Lemme 3.

E (S} (z,y) < F(z,y) Y |r(k—5)"" (4.1)

J k€A%

Démonstration du lemme.

Im (2,
CHERED D |:I{m<G(X_7~)§y}_F(x7y)_ T(n, y)Hm(X])
JEA, ’
=> Z Hy(X;).
JjE€EAn g=m+1
Donc
52 (z y Z Z (Hq(X;)Hy(Xk))
j,k€AZ g=m+1
> J2(:v,y) )
- Z o Z ri(k = J)
qg=m+1 7 j,keAZ
> JZ(z,y) .
< 3 IS e
qg=m+1 7 j,keA2
> JZ(z,y) m
S D LIy
qg=m-+1 ¢ j,keAfL
Or
= Ji(z,y) 2
Y. o < B((Te<cx)<y — Fla,y)
g=m+1 7
= F(z,y)(1 - F(z,y)) < F(z,y).
O
Définissons =
A(x):F(x)Jr/ ()] g 5145, (4.2)
(s)<z m!

ou ¥ est la densité d’une normale standard. C’est une fonction positive, crois-
sante et bornée. D’autre part, F(z,y) et (1/m!)J,,(x, y) sont bornées par A(z,y).
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On pose z;(k) = inf{z : A(x) > A(c0)i27*} pour i = 0,...,2% — 1. Ainsi les
x;(k) constituent, & k fixé, une partition de R. Pour tout = et tout k =0,..., K
ou K sera choisi plus tard, on définit ig(x) par

:L‘ik(z)(k) <z< l‘ik(z)Jrl(k).
On peut ainsi définir une chaine liant chaque point x & —oo :
—00 = T () (0) < -+ < 24y () (K) < @ < @ ()11 (K).
On utilise ce chainage pour étudier Sy, (x) :

K-1
Sp(x) = Sh (-Tik(r)(k)yxik+1(z)(k + 1)) + Sn (xiK(m)(K),x) . (4.3)
k=0

On traite dans un premier temps le dernier terme de (4.3). Pour une fonction
f, on note f(z~) sa limite & gauche en z. On a toujours

A1 (k)27 (k) < A(00)27". (4.4)
Comme x < x;,(z)+1(K) et (1/m!)Jn(z,y) < A(z,y), on a

JEAR
1
o iy (0,20 | Y ()
' JEA,
< 3 1) (K) < Y5 < @iy 1 (KD} + F (100 (K 7 0144 ()|

JEAR

+A(IiK(m)(K)vxi_K(z)+1(K)) Z H’m(X]) .
JEAR

On en déduit

S i (K> a1 ()| + 200 (1 0y (K, 27 0141 ()

<

+2A(sz(m)<K)?x;K(I)+1(K)) Z Hm(Xj) .
JEA,
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Finalement, d’aprés (4.4) et car F(x,y) < A(z,y)

S i) (), 07 0111 ()|

+2A(c0)n27 K 4+ 2A(00)27 5 | Y Hin(X;)|. (4.5)
jeA,

Ainsi, puisque Y57 gz < 5, d'aprés (4.3) et (4.5),

P (Sup dy' |Sn(z)] > 5) (4.6)

x
K

-1
< Z P <sup d;/vl }Sn (xzk(:r)(k)7xlk+1(w)(k + 1))| > (k_ig)Q)
k=0 *

+P (sup dy'

_ €
Sn (xiK(x)(K)’ximw(K))‘ ~ (K+3)2>
+ P (20(00)27 K dy! ]Z je AnHm(Xj)’ >z - 2(00)ntdy' 27K )
Les partitions construites ci-dessus impliquent que les points z;, (,)(k) et

T4, ., (z)(k + 1) sont soit égaux, soit voisins dans la partition associée a k + 1.
Ainsi, si pour tout i = 0,...,251 — 1,

dy Sn(xz(k‘ + 1)7-'L'i+1(k7 + 1)) < (k + 3)2’
alors 5
sgp d]_vl ‘Sn(xzk(m)(k)a xik+1(m)(k + 1))‘ < (k + 3)2 :
On a donc
K-1 €
P (sup d;,l ’Sn (mzk(x)(k)?$2k+1($)(k + 1)>‘ > 2)
2 ! (k+3)
K—12Ft1_1 €
< >or (d;,lSn(xi(k + 1), zipa(k+1)) > 2)
2 2o (k+3)
K1 ok+1_1
k+3)% _
< i : g2 ) dN2 z; E(Sg(xz(k'f‘ 1), @iv1(k + 1)))’
=0 1=
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d’aprés I'inégalité de Chebyshev. En utilisant (4.1)
K—1 -
ZP <sup dlifl ‘S” (wik($)<k)7xik+1(m)(k + 1))’ > >
k=0 v

(k + 3)2

K—1 2kt 1
<etayt Y0 Itk =M Y (k3 Y0 Flai(k+ 1), zia(k +1))
jk€A2 k=0 i=0
K—1
< 3 (k- Y (k4 3) (47)
jkeA2 k=0
On obtient la méme majoration pour le second terme de (4.6) :
-1 _ 3
P <Sgp dy" |Sn (xiK(z)(K)’xiKmm(K))‘ ~ (K+3)2>
<e2dy ) (k- MK +3)% (4.8)
j,k€AZ
Maintenant, en choisissant o > 0 assez grand pour garantir
Ni=e 1
< RY R
dyv ~ 8A
on choisit N
K= [logQ ()} + 1.
€
On a alors, puisque n < N,
2Aonldy'2 K < Z. (4.9)

Et donc, d’aprés (4.9) et la définition (2.1) de d,,

P (2027 %dt | S Hu(X))| > % — 2\ ontdyte K
JEAR

-1 €2K71
<Pldy' Y Hu(X)) > 1
JEAR o

< 272KP2A2 16 %A Var | Y Hin(X;)

JEA,
2

< dn
— N2d'

(4.10)
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Finalement, d’aprés (4.6) et par (4.7), (4.8) et (4.10),
K e
— —2 - -\ m—1 n
P (supdi? 8,00 > ) < 2y 3 k=)™ Yk 3+
jk€AZ k=0

2
9 9 A\ m 5, 4
<CePdy? Y (k=) (K +3)° + Vo
J,keA2Z
ou C est une constante positive. On a par ailleurs, pour tout d > 0,
«

(K +3)° < <1og2 (ﬁ) + 1)5 < C(e)N?,

ot C(e) est une constante positive qui dépend de €. Ainsi, pour tout § > 0,

_ _ 1 &2
P (supdi? 5,0 > <) < CENa? 3 - )" 4
’ J,k€AZ

4.2 Preuve du lemme 1

Démonstration. Si tous les c¢; sont nuls le lemme est vrai de fagon évidente.
Supposons qu’au moins un ¢; est non nul et posons, dans (2.21), z = u Z?zl CiYi,
les y; restant inchangés. L’intégrale (2.21) est alors inférieure 4 une constante
multiplicative prés a

d
/ T As)
Rd+1 i1

2a+1

|| “|u — 1|%dy; . . . dyqdu

d
S e
=1

2a+1
dyi ... dyd/ |u]“|u — 1]%du.
R

d d
— [ Taru > e
RE 5 i=1

La seconde intégrale est finie puisque —1 < o < —1/2. 1l reste & montrer que

d d
Rl
j=1 i=1

On découpe I'ensemble d’intégration en deux :

2a+1

dy < oo.

d d 2a+1 d
/ H(l/\yj_Q) Z%yz’ dyﬁ/ H(l/\yj Hdy < oo
{120, cima|>1} j=1 i1 R Gy
Par ailleurs
d d 2a+1 d 2a+1
/ [Targ) > e dy < / TTAy ) D e dy.
{‘Z?:1 ciyi|<1} j=1 =1 Rd e =
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On peut effectuer le changement de variables u = 2?21 ¢iYs, les y; restant
inchanges, et (4.11) est majorée a une constante multiplicative prés par

1 d
/ |u|2(’+1du/ H(l/\y;z)dyg...dyd < 0.
0 RI-1 5

5 Conclusion

Les deux situations de forte dépendance étudiées dans cet article (forte dé-
pendance réguliére comme dans le corollaire 1 et non-réguliére comme dans le
corollaire 2) témoignent d’un comportement asymptotique dégénéré du proces-
sus empirique. C’est une propriété connue en dimension d = 1 qui semble donc
persister dans le cadre des champs aléatoires méme lorsque la forte dépendance
n’est pas isotrope (cas du corollaire 2).

Par ailleurs, la loi limite du processus empirique indexé naturellement par
x conduit & de nombreuses applications statistiques comme 1’étude de la loi
asymptotique des M-estimateurs, des U-statistiques ou des statistiques de von-
Mises. D’autres applications nécessitent la convergence du processus empirique
doublement indexé que avons obtenue; c’est par exemple le cas des tests de
détection de rupture. L’étude de ces applications est en cours.
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